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参考書

• G.James他, An introduction to statistical learning with applications in R

• 主にこの書籍を参考にしています


• T.Hastie他, The elements of statistical learning

• より理論的なことが知りたければこっちを参照
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Introduction

• 統計的学習とは 
• データを理解するためのツールの総称

• 教師あり(supervised)と教師なし(unsupervised)
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入力 出力 備考

教師あり ◯ ◯ 入力から出力を予測(or 推定)

教師なし ◯ ✖ 入力の構造を学習



教師あり学習
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入力 x 出力 y

f(x)入力
x1
x2
x3
x4
…
…
xn

出力
y1

y2

y3

y4

…
…
yn

• 入出力が多変数 (多次元) になることもある

• 基本的にやってることは f の推定

Ex. f(x) = ↵+ �x

学習とも呼ばれる



給料(wage)データ

• データの概要 
• アメリカ合州国(東海岸)の男性

• 給料に関連する要因を調べたい (教師あり学習)


• 特に年齢，教育レベル，カレンダー年
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• 給料と年齢の関係 
• 給料×年齢の散布図


• 年齢が増加すると給料も増加

• ただし60歳付近から減少する



給料(wage)データ
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• 給料とカレンダー年の関係 
• 僅かに上昇傾向

• 2003年から2009年にかけて約$10,000上昇

• 給料と教育レベルの関係 
• 低レベル(1)から高レベル(5)

• 教育レベルが高いほど高給料

• 給料の予測のためには… 
• 年齢, カレンダー年, 教育レベルの組み合わせ

• 線形 (第5回) と非線形 (秋学期)



株取引 (stock market) データ
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• データの概要 
• 2001年から2005年までの日次S&P500株価指標

• 「過去5日間の変動」から「当日の変動」を予測


• ただしUp or Downの２択で十分

• 教師あり学習


• 備考 
• 賃金データの場合は出力が連続値 → 回帰問題

• 株取引データの場合は出力が２値 → 分類問題


• 3値以上(多値)の場合も分類問題



教師なし学習
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• データは入力のみ 
• 入力の持つ構造自体に興味がある

• 基本的にはクラスタリングがメイン

• 主成分分析 
• 6,830次元を2次元に圧縮

• 上：視覚による色分け

• 下：実際のグループ情報 (14グループ)

• 遺伝子発現データ (gene expression) 
• 64癌細胞株の6,830遺伝子発現量

• 細胞株をグループ分けしたい


• 出力がない(予測が目的でない)教師なし学習



ここまでのまとめ
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• 統計的学習の分類 
• 教師あり学習と教師なし学習


• 予測が目的であるかどうかで分かれる


• 教師あり学習 
• 回帰問題(給料)と分類問題(株価)


• 予測したい出力が連続であるか離散であるかで分かれる


• 教師なし学習 
• 出力がなく入力だけのデータ

• 主にクラスタリングが目的



• 用語の定義 
• 入力 : 説明変数 or 予測変数

• 出力：目的変数 or 結果変数


• Example 
• 3つの媒体の広告費と売り上げ

• 説明変数 : テレビ(x1)，ラジオ(x2)，新聞(x3)の広告費

• 目的変数：商品の売り上げ(y)

教師あり学習 : 数学的な記述

10

入力
x11 x21 x31

x21 x22 x32

x31 x23 x33

x41 x24 x34

… … …
… … …
xn1 x2n x3n

出力
y1

y2

y3

y4

…
…
yn



11



一般的な定式化

• 説明変数                                         と目的変数 
• これらの関係性を次のように想定


• 関数         はどんな形か分からない (未知)

• 誤差    : 関数f(X)では説明できない確率的な変動
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X = (X1, X2, . . . , Xp)
<latexit sha1_base64="Wf+dfGQZGLs9ljXOQLfmMv4sNJo="></latexit>

Y<latexit sha1_base64="tSiGF0lxJYw8VZ7H6J/omsUWNCQ="></latexit>

Y = f(X) + "
<latexit sha1_base64="u4ZemiwrPTjEf73CCb9/w5561jo="></latexit>

f(·)
<latexit sha1_base64="ey9clXohLmIZVBXWd5/fXAas0uE="></latexit>

"
<latexit sha1_base64="2onFmKFzddAEoUS7uNqR7b7QE74="></latexit>



Example

• 教育年数と収入の関係性
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教師あり学習

• 目的(1) 予測 
• Xが簡単に得られる一方でYが難しい場合に有用

• Ex. 血圧(X)と副作用の大きい薬への患者の反応(Y)

• 関数fの正確な形が分かる必要はない


• 予測の精度さえ良ければOK


• 関連手法 
• ランダムフォレスト

• 非線形回帰 (スプライン回帰, Gaussian process回帰)

• 深層学習
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得られたデータ(X,Y)からfを推定

Ŷ = f̂(X)
<latexit sha1_base64="uQwF/dG8sFfd4WOhQrVprKHyO1w="></latexit>



教師あり学習

• 目的(2) 推測 
• XのYの関係性を知りたい場合に有用

• Ex. 広告費(X)と売り上げ(Y)

• 関数fの正確な形 (モデル)が必要


• 関連手法 
• 線形回帰, ロジスティック回帰

• サポートベクトルマシン

• Explainable ML (説明可能な機械学習)
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得られたデータ(X,Y)からfを推定



教師あり学習

• 目的(3) 予測 + 推測 
• Ex. 不動産の価値(Y)とその特性(X)

• 予測：適切な不動産価格を決定したい

• 推測：海や川が見えたらいくら価値が上がるのか
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得られたデータ(X,Y)からfを推定

suumo suumo



予測精度と解釈可能性のトレードオフ

• 予測精度を向上 
• 関数fを複雑に設定する (or ブラックボックス化)

• Ex. 


• 解釈可能性 
• 関数fを簡潔に設定する

• Ex. 
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予測精度 予測

解釈可能性 推測

トレードオフ

Y = �1X
2
1 + �2 logX2 + �3X

1/5
1 X3

3 + "
<latexit sha1_base64="L7KKas0eRB/e51luHqsdOoXdlfs="></latexit>

Y = �1X1 + �2X2 + �3X3 + "
<latexit sha1_base64="7NaZ2UlvexL3FDbGugzOUQsAbQ4="></latexit>
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線形回帰 非線形回帰

• 教育年数・年齢 (X1, X2)と収入(Y)の関係性



まとめ

• 教師あり学習 
• 定式化： 


• 教師あり学習の目的 
• 予測

• 推測 (XとYの間の関係性を解釈)

• 予測 + 推測


• 予測精度と解釈可能性 
• どちらか一方を向上させると他が下がる

• トレードオフが存在
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Y = f(X) + "
<latexit sha1_base64="u4ZemiwrPTjEf73CCb9/w5561jo="></latexit>

Ŷ = f̂(X)
<latexit sha1_base64="uQwF/dG8sFfd4WOhQrVprKHyO1w="></latexit>
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線形回帰分析入門



データ

• TV, ラジオ, 新聞への広告料と売上 
• 製品の広告に使った費用とその売上


• Goal 
• 広告料と売上の関係性を見たい


• どの広告媒体が売上に効いているか

• 広告料だけ与えられた場合に売上を予測できるか
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先ずはデータを眺める
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作業ディレクトリの指定 (各自の設定によって異なる)

csvファイルを読み込む

salesの単位 : 千台 
その他の単位 : $1000



先ずはデータを眺める
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• Exercise 
• 次の散布図を描こう



線形回帰分析 (単変数)
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• モデル式 

• Y : sales, X : TV, ラジオ or 新聞への広告料

切片 傾き

このモデルに従って 
データが発生していると想定する

Y = �0 + �1X + ", " ⇠ N(0,�2)
<latexit sha1_base64="SoaYs9u5njH2EhcluSUE7GJMpZs="></latexit>

誤差



線形回帰分析 (単変数)
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• 例えば… Y = 5 + 0.8X + ", " ⇠ N(0, 3)
<latexit sha1_base64="JFNpmuaIp4ERn5I2aW2IvtstpDE="></latexit>



線形回帰分析 (単変数)
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• Rでの実装 
• Y : 売上, X : TVへの広告料

• パラメータの推定 (最小二乗法)
nX

i=1

(yi � �0 � �1xi)
2 �! minimize �! �̂0, �̂1

<latexit sha1_base64="986NIRI7L4a6r7SEpFG5JXAU3fU="></latexit>



結果の解釈
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�̂0, �̂1
<latexit sha1_base64="IGQaEk7F+4QzQObM7wNR7NCF6aI="></latexit>

H0 : �0 = 0 vs. H1 : �0 6= 0
<latexit sha1_base64="MXSKsNMpwmh+pu2rksSXG4Rdv+w="></latexit>

H0 : �1 = 0 vs. H1 : �1 6= 0
<latexit sha1_base64="fPgNJONT4Q81UE1kFdeiD9trA6c="></latexit>

P(|�̂j � �j |  2 Std.Error) ' 0.95
<latexit sha1_base64="0OR+E0YISEdBZmFQBOXx0jRCVk4="></latexit>

95%信頼区間 : [�̂j � 2Std.Error, �̂j + 2Std.Error]
<latexit sha1_base64="oGBfOufDQ/UqsRqbWiEFq7NwnuU="></latexit>



結果の解釈
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• 回帰直線の推定 ŷ = �̂0 + �̂1x
<latexit sha1_base64="8ShWeMA6CKoiPa66VvS6CYRvkao="></latexit>

• Exercise 
• TV × salesの散布図に回帰直線を重ね書きしよう

• Rで直線はabline(切片, 傾き)



結果の解釈
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• 予測値 ŷi = �̂0 + �̂1xi
<latexit sha1_base64="znp9W0cuTn+Fu18StKjua2k6oyI="></latexit>

yi � ŷi
<latexit sha1_base64="lILTfpazt6SoDV5FVCvSzgSPNo8="></latexit>

残差の箱ひげ図

残差

予測値の計算



結果の解釈
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vuut 1

n� 2

nX

i=1

(yi � ŷ2i )

<latexit sha1_base64="8zahQnCIQaG8WjnHTQPFI8uGz9Y="></latexit>

実測値と予測値のずれ

1�
Pn

i=1(yi � ŷi)2Pn
i=1(yi � ȳ)2

2 [0, 1]
<latexit sha1_base64="GYzYG8pvUk11RQJAKH9R7wJpzys="></latexit>

当てはまりの良さ
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• Exercise 
• ラジオ, 新聞に対しても同様に回帰し，次の問いに答えよ

• Question 
• 一番当てはまりの良い回帰モデルはどれ？

• ラジオに広告費を$25000(データでは25)を使った場合の売上は？

• 新聞への広告費を$1000増やすと売上はどの程度伸びる？
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単変量から多変量へ



より複雑な現象を捉える
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• 多変量線形回帰モデル 

• 売上データの場合 

• Rで実装

Y = �0 + �1X1 + �2X2 + · · ·+ �pXp + ", " ⇠ N(0,�2)
<latexit sha1_base64="VB3q1UXvpbKjFEt3rIMa3OO68i8="></latexit>

sales = �0 + �1TV+ �2radio+ �3newspaper+ "
<latexit sha1_base64="ZmCcP5GdECqAJpDUHrbHW5kYnco="></latexit>

ひとつの広告費用で売上を説
明するよりも合理的



結果の解釈を行うために : 準備 (1)
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y =

0

BBB@

y1
y2
...
yn

1

CCCA

<latexit sha1_base64="kMa4i3CNwrJHlD4rFk7QuBx44Wo="></latexit>

X =

0

BBB@

1 x11 · · · x1p

1 x21 · · · x2p
...

...
...

...
1 xn1 · · · xnp

1

CCCA

<latexit sha1_base64="O/HnYiwcNxa1bFHWDc+qyFTHimo="></latexit>

結果変数 説明変数

� =

0

BBB@

�0

�1
...
�p

1

CCCA

<latexit sha1_base64="i+WUbpg8qs0+mRVlZCAkfFVfisY="></latexit>

" =

0

BBB@

"1
"2
...
"n

1

CCCA

<latexit sha1_base64="6HUYT7bo6AwEHvfcL/cGgfOp25k="></latexit>

パラメータ 誤差

y = X� + "
<latexit sha1_base64="IWsfXgM0gaSyWY2SGzaPja4vEs0="></latexit>

各観測値に対するモデル式 :



結果の解釈を行うために : 準備 (2)
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• ベクトルとノルム

a =

0

BBB@

a1
a2
...

am

1

CCCA

<latexit sha1_base64="NhyZlyaKzIK7MwXLSiPlIpQnY+0="></latexit>

kak2 :=
q

a21 + a22 + · · ·+ a2m =
p
aTa

<latexit sha1_base64="FEYm3BKBIRhM1ZeKpxDmP6cdfIk="></latexit>

長さmの適当な 
ベクトル

二乗和の平方根 
2ノルムとも呼ばれる
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• データから分かっているもの 

• 結果変数と説明変数 (赤字)

• 推定したいもの 

• パラメータ (青字)

• どうにもできないもの 

• 誤差 (ただし分散の推定は可能)

y = X� + "
<latexit sha1_base64="IWsfXgM0gaSyWY2SGzaPja4vEs0="></latexit>

nX

i=1

�
yi � (�0 + �1xi1 + · · ·�pxip)

 2 �! minimize
<latexit sha1_base64="N5YHUFUZZ5sZvvinEGf9yWikdGo="></latexit>

パラメータの推定 (最小二乗法)

誤差が二乗和の意味で最小になるように推定



モデル式 (行列形式)
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nX

i=1

�
yi � (�0 + �1xi1 + · · ·�pxip)

 2 �! minimize
<latexit sha1_base64="N5YHUFUZZ5sZvvinEGf9yWikdGo="></latexit>

ky �X�k22
<latexit sha1_base64="LS88xyI5s4ExjWe4FinT0V+p9Qc="></latexit>

• パラメータの求め方 

• βに関して微分して0とおき，それを解く


• 天下り的なやり方 (ほんとは幾何的な解釈)

βに関して最小に！



38

L := ky �X�k22 =
nX

i=1

{yi � (�0 + �1xi1 + · · ·�pxip)}2
<latexit sha1_base64="V79zRmZ9Jtt+z6qgTEBtDc44pig="></latexit>

@L

@�
:=

0

BBBB@

@L
@�0
@L
@�1

...
@L
@�p

1

CCCCA
= �2XTy + 2XTX�

<latexit sha1_base64="RvhL/9wmcNHDYfWquynhBalkcnI="></latexit>

Advanced

これを0 (ベクトル) とおいてβに関して解くと…

�̂ = (XTX)�1XTy
<latexit sha1_base64="S2g5NWRn9Hsi7VcPjUHdNgYsLto="></latexit>



天下り的な確認

• 次のような分解が可能
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ky �X�k22 = ky �X�̂k22 + kX�̂ �X�k22
<latexit sha1_base64="ugSUVvwEsMXtFa0Olil6zAWMeMs="></latexit>

βは任意で成立
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• Check!!

ky �X�k22 = ky �X�̂ +X�̂ �X�k22
= ky �X�̂k22 + kX�̂ �X�k22 + 2(y �X�̂)T (X�̂ �X�)

<latexit sha1_base64="/UJZ8V3sEnZlwIXDidpAVpnHaGY="></latexit>

が成立するから, (y �X�̂)T (X�̂ �X�) = 0

<latexit sha1_base64="ZIttNUghEoc658A9hNwe34yfDIs="></latexit>

を示せばOK

�̂ = (XTX)�1XTy

<latexit sha1_base64="RDy4Kdr7aDWyn4b2XLtXRGXXZI4="></latexit>

を代入する

y �X�̂ = y �X(XTX)�1XTy = (In � PX)y

<latexit sha1_base64="eQezWORuxf2VR/+w9EH0t45Q8lM="></latexit>

X�̂ �X� = PXy �X� = PXy � PXX�

<latexit sha1_base64="rqbUVRSI8uIWq8MGi6h3mL7YMVg="></latexit>

* PXX = X

<latexit sha1_base64="dcDVX8exqDWK46XrmkxGRC8/e+U="></latexit>

したがって…

(y �X�̂)T (X�̂ �X�) = yT (In � PX)TPX(y �X�)

<latexit sha1_base64="3/0jRmHa83/TyGSB8xyvID7ssuk="></latexit>

であるが，
(In � PX)TPX = (In � PX)PX = PX � PXPX = PX � PX = O

<latexit sha1_base64="EPiEHxGgpy8MSfq6xXcT1y61pcI="></latexit>



推定された回帰係数の分布

• 記法 

• 回帰係数の分布 

• 分散の推定とその分布
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vj : (j, j) element of (XTX)�1
<latexit sha1_base64="fRx4LXbIfhJwKVijDslcIV4oLVI="></latexit>

�̂2 =
1

n� p� 1

nX

i=1

(yi � ŷi)
2, ŷi = �̂0 + �̂1xi1 + · · ·+ �̂pxip

<latexit sha1_base64="igWMPxLsuU/R7K0BhMUpDy7YS+E="></latexit>

(n� p� 1)�̂2/�2 ⇠ �2
n�p�1

<latexit sha1_base64="9Od3/7SFabVWZEP2NLj5tkZuvnM="></latexit>

添字のズレに注意

�̂j ⇠ N(�j ,�
2vj+1), j = 0, 1, 2, . . . , p

<latexit sha1_base64="CtLKesUP7P7SmprXvyzKaKpoY+k="></latexit>

<latexit sha1_base64="joDsONpg3OXNwuw92+E2joqu8ww="></latexit>

�̂ = (�̂0, �̂1, . . . , �̂p+1), � = (�0,�1, . . . ,�p+1)
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• t分布 
•  Z ⇠ N(0, 1),W ⇠ �2

m, Z and W are independent
<latexit sha1_base64="MDclTSUZ3orsMaYvXbMiHYA0Jo8="></latexit>

Zp
W/m

⇠ tm
<latexit sha1_base64="9FJAAWTTrJqMtianXmAl77FuvdY="></latexit>

• 回帰係数の分布

�̂j � �jp
�2vj

⇠ N(0, 1)
<latexit sha1_base64="vPG2fr99WDkZAzLM0h4HpLON/Ic="></latexit>

(n� p� 1)�̂2/�2 ⇠ �2
n�p�1

<latexit sha1_base64="9Od3/7SFabVWZEP2NLj5tkZuvnM="></latexit>

�̂j � �jp
�2vj

�r
�̂2

�2
⇠ tn�p�1

<latexit sha1_base64="h4ZpoTVInUXBJ6wKb+ekmnTt6k0="></latexit>

左辺を整理すると Tj :=
�̂j � �jp

�̂2vj
⇠ tn�p�1

<latexit sha1_base64="q5dgTwufhDfXb14lUxK73VeP3xk="></latexit>

実は係数と分散の推定量は独立



43

• 帰無仮説と対立仮説 
•  

• 帰無仮説H0の下では


• 備考 : 自由度の大きなt分布はほぼ標準正規分布

H0 : �j = 0 vs. H1 : �j 6= 0
<latexit sha1_base64="rmxJDhlwLXq5uLH4+PWed1Xbsnc="></latexit>

Tj :=
�̂jp
�̂2vj

⇠ tn�p�1

<latexit sha1_base64="7XdVmciyokkjwKGHYVl6fjfs570="></latexit>

q
�̂2vj

<latexit sha1_base64="EFO91Ge5skUii2mKCx/cW+v1RYE="></latexit>

Tj :=
�̂jp
�̂2vj

<latexit sha1_base64="z6SRN4tis2K4/2IT2HcXGYzag9E="></latexit>



Rによる実装

• Exercise 
• 赤で囲まれた部分をlmを使わずに計算せよ

44



F検定

• 次の帰無仮説を検定
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H1 : at least one �j is non-zero
<latexit sha1_base64="Z3hAgR2/AxrgzfOD5HTDN9zMHDQ="></latexit>

H0 : �1 = �2 = · · · = �p = 0
<latexit sha1_base64="BLh53PsT64gz9V5eVDZWKp7gxNs="></latexit>

β0が入っていないことに注意

TV, radio, newspaperのどれか
は売上に効果がある

どれが効いているかは不明



F統計量

• F分布 
•  

46

X1 ⇠ �2
d1
, X2 ⇠ �2

d2
, X1 and X2 are independent

<latexit sha1_base64="gh4B+5Mea1uqXB0XtjfEg7ImkA4="></latexit>

X1/d1
X2/d2

⇠ F(d1,d2)
<latexit sha1_base64="8TD5ln0pB9wVVqqsZMVIESrauQg="></latexit>

• F統計量の計算 
•  H0の下での残差平方和

• フルモデルでの残差平方和

RSS0 =
Pn

i=1(yi � ŷi)2
<latexit sha1_base64="ltDANS55MCbizAN/iXdU0uH2lXs="></latexit>

RSSF =
Pn

i=1(yi � ŷi)2
<latexit sha1_base64="i3J/6pZL7hO89cfAYIPJrzLNfPU="></latexit>

RSSF
�2

⇠ �2
n�p�1

<latexit sha1_base64="gsAo9DNJA0tURcYs9lT8wfPOsnQ="></latexit>

RSS0 � RSSF
�2

⇠ �
2
p under H0

<latexit sha1_base64="uaEG95OGZYAJ+ziQfhcHc/wOYN8="></latexit>

F =
(RSS0 � RSSF)/p

RSSF/(n� p� 1)
⇠ F(p,n�p�1) under H0

<latexit sha1_base64="41bq2hbebhywz/NPS1GvwVLFBN8="></latexit>

RSS0とRSSFは独立
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• Exercise 
• 下記の赤部分をRで実際に計算せよ

H0での回帰分析

H0での予測値    の計算ŷi
<latexit sha1_base64="JPKImsGzvQyDkEt5wjyi+7whUnY="></latexit>



F検定 (続き)

• 部分的な検定も可能 

• 検定の手順はほぼ同じ

• H0でのRSSとフルモデルでのRSSから計算される

48

H0 : �p�q+1 = �p�q+2 = · · · = �p = 0
<latexit sha1_base64="+1exp64KaTjDVCT+6n0oa6F9+S8="></latexit>

RSS0 � RSSF
�2

⇠ �
2
q under H0

<latexit sha1_base64="Wv21vZeGWJD7O8A/Sn1kuruvveY="></latexit>

RSSF
�2

⇠ �2
n�p�1

<latexit sha1_base64="YSL700oIgsMIGDpO4QiWS0vg040="></latexit>

Advanced

一箇所だけの場合は F の平方根が T の絶対値に一致する

F =
(RSS0 � RSSF)/q

RSSF/(n� p� 1)
⇠ F(q,n�p�1) under H0

<latexit sha1_base64="spnSrKN26e4CR5ijF1+bQDjUokM="></latexit>



F検定の実際

• 白ワインデータを読み込む 
• ワインの品質に関するデータ

49

結果変数
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H0 : �citric.acid = �chlorides = �total.sulfur.dioxide = 0
<latexit sha1_base64="QyJq85i1OzD/R2UDi1uGo64KfD4="></latexit>

モデルに組み込むべきかどうかの検定



なぜ ”同時” 検定が必要か？

• 各々の検定を繰り返した場合 

• それぞれ独立に有意水準5%の検定を実施したとすると

51

H0,1 : �citric.acid = 0
<latexit sha1_base64="6vkzUH02+rb/M+arh88V/erL7Ck="></latexit>

H0,2 : �chlorides = 0
<latexit sha1_base64="h2QM0wTc45JXjXegLOZsdfcfsjI="></latexit>

H0,3 : �total.sulfur.dioxide = 0
<latexit sha1_base64="H7eijhPv/GqGdHVfUnJz6uEVqCo="></latexit>

P(at least one H0,j is uncorrectly rejected)

= 1�
3Y

j=1

P(H0,j is correctly accepted)

= 1� (0.95)3 ' 0.143
<latexit sha1_base64="XlzCA2xmc9tGaLsSNdMJw/J+KPk="></latexit>

検定の個数が増加するとこの確率も増加する
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• Exercise 
• 実際に白ワインデータで次の検定を行ってみよう
H0 : �citric.acid = �chlorides = �total.sulfur.dioxide = 0

<latexit sha1_base64="QyJq85i1OzD/R2UDi1uGo64KfD4="></latexit>
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性能評価



Motivation

• 予測に重点が置かれる場合 
• 社運をかけた商品の売上


• どの程度広告費を計上すれば希望の売上を達成できるか

• 不動産業者


• 住宅価格の設定が利益に直結

54

手元のデータへの適合だけで本当に良いの？

過剰適合が起こり得る



モデル作成プロセス

55

データ モデル 将来の 
データ

XとY両方がある Xだけ

予測構築

• 得られたモデルがデータに極端に当てはまる場合 
• そのデータを説明するだけのモデルになる

• 将来のデータへは適合していない可能性

• 過剰適合 (over-fitting) の問題

1�
Pn

i=1(yi � ŷi)2Pn
i=1(yi � ȳ)2

2 [0, 1]
<latexit sha1_base64="GYzYG8pvUk11RQJAKH9R7wJpzys="></latexit>

Multiple R-squared



実際に確認してみる

56

• 仮想データを読み込んで散布図を描く

線形モデルでは 
説明できなさそう…



• 多項式回帰モデル 

• 実装は簡単 → 多変量線形回帰モデルの応用！

57

Y = �0 + �1X + �2X
2 + · · ·+ �kX

k + "
<latexit sha1_base64="c6QPodrNc8zH2HWLqFkt9Hik6vA="></latexit>

• 次数kと複雑さの関係 
• 次数を増やせば曲線が複雑になる

• データへの適合は次数を増やすほど良い

k=3 :
k=5 :
k=9 :

Q. 次数9がベスト？
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• 推定された曲線を描いてみる

• k=9の曲線を見てみる 
• x > 2で急激にyが下がる; xが0.7付近で上昇傾向

• 実は正解がk=3



どう評価するか

• データを2つに分割(互いに素)する 
• トレーニング(訓練)データとテスト(検証)データ

59

データ

トレーニング テスト

モデル学習用データ モデル検証用データ
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トレーニング
学習

モデル
・線形回帰モデル 
・Nearest Neighbor 
・ランダムフォレスト

テスト
性能評価 ・線形回帰モデル :  3.508 

・Nearest Neighbor : 2.441 
・ランダムフォレスト :  0.551

Pn
i=1(yi � ŷi)2

<latexit sha1_base64="PWyQnJvMp6KuQemiYn/Do65Q7og="></latexit>

Pn
i=1 I(yi = ŷi)

<latexit sha1_base64="RZUMkTHDDb9HOgyw0C7LNU+fT1w="></latexit>



実際にやってみる

61

• Bostonデータを読み込む 
• Bostonの住宅価格に関するデータ

Y
<latexit sha1_base64="uSSlpBXwuFkn6c3asnluZ6AbRoY="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="BeFoQM97oTJpY9OazEdcg4gBsKs="></latexit>

住宅価格犯罪率, 非小売業の割合, 所得税率, etc

• トレーニングとテストデータに分ける
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• 次の線形モデルを比較したい
medv = �0 + �1crim+ "

<latexit sha1_base64="XyG3jn4BKRTVjxY0wWJ9aXxA9vE="></latexit>

medv = �0 + �1zn+ �2indus+ �3chas+ "
<latexit sha1_base64="Rcswp6ztWdOuFqqVsQXQuKG1rFw="></latexit>

medv = �0 + �1rm+ �2age+ "
<latexit sha1_base64="JyJE7geVXnrIVAOap4Bu4rTPEsc="></latexit>

medv = �0 + �1tax+ �2lstat+ "
<latexit sha1_base64="hsUgPt7y4aEGVlVkgxB6XDnwFdk="></latexit>

• 最初のモデル

• Exercise 
• 同様にしてMSEを導出し, ベストモデルを探し出そう
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クロスバリデーション



モデルの調整

• モデルチューニング 
• 多くのモデルはチューニングが必要なパラメータを持つ


• 多項式回帰モデルにおける次数

• 線形回帰モデルにおける説明変数の個数

• 回帰係数の取る範囲

64

• どうチューニングするか？ 
• トレーニングに適合するように決めてはもちろんダメ

• テストデータは使えない (最後の検証用に使うべき)

クロスバリデーション (交差検証法)



D-foldクロスバリデーション

65

トレーニングデータ

D個に分割

ひとつを検証用に取っておき，残りで学習

検証 学習

取っておいたデータを使って性能評価

性能指標

検証用データを 
変えながらD回 
これを繰り返し， 
性能指標の平均 
を取る

Ex. ∑i∈test (yi − ̂yi)2/ntest



D-foldクロスバリデーションの実際

• Carデータを読み込む

66

Y
<latexit sha1_base64="uSSlpBXwuFkn6c3asnluZ6AbRoY="></latexit>

走行距離 X
<latexit sha1_base64="BeFoQM97oTJpY9OazEdcg4gBsKs="></latexit>

馬力



K-foldクロスバリデーションの実際

• 散布図を描く

67

多項式回帰が良さそう

次数kを選びたい

スケールを小さく
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• 次数kの選択手順 (k=1,2,3,4,5の中から選ぶ) 
• kを固定してD-foldクロスバリデーションを実行


• データをD個に分割

• 最初のデータを検証用に確保し，残りでβ0 ,..., βkを推定

• 検証データ上で予測値を計算 :


• 残差平方和を計算 :  

• 検証データを動かしてD個の                                      を計算

• その平均を計算する : 


• kを動かしてError1~Error5を計算する

• 一番小さいErrorの値に対応するkを選択

<latexit sha1_base64="ZKofb8NMoxH4HN2uD+nvgYmyNoY="></latexit>

ŷi = �̂0 + �̂1xi + �̂2x2
i + · · ·+ �̂kxk

i , i 2 test
<latexit sha1_base64="3RewMm59lg1tHDvbzEJqSFFZmzo="></latexit>

Errork,1 =
P

i2test(yi � ŷi)2/ntest
<latexit sha1_base64="V8Q5wTMQXmvWSNDk9tRJoq18yqM="></latexit>

Errork,1, . . . ,Errork,D
<latexit sha1_base64="oJ0deAfrpy9u0HLnqGE7fT2Qv20="></latexit>

Errork =
PD

i=1 Errork,i/D
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• 空白部分を埋めて試してみよう
トレーニングデータ


